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Population — Echantillon — Tirage au Sort
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Population et Echantillon : Définitions

o Population
v Ensemble d’individus ayant des caractéristiques qui leurs
sont propres (francais présentant des problemes
d’hypertension artérielle, ...)
v"Nombre d’individu souvent important

. Echantillon
v Sous-ensemble d'une population
v'Sur chaque individu de I'échantillon on peut mesurer une
caractéristique faisant I'objet de I'étude (impossible sur
toute la population)
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Population et Echantillon
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Echantillon : Objectif

o Les observations faites sur I'échantillon servent a
repondre aux questions que |'on se pose sur la
population

o Les caractéristiques observees sont des variables
aléatoires

o Leurs parametres descriptifs permettent de
connaitre la distribution dans la population

» Objectif : estimer les parametres de la
distribution de la population

» Moyen : utiliser les observations faites sur
I'echantillon
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Population et Echantillon

Echantiflon Population
Critere d'interét Critere d'intérét
Estimation de la ‘ Caracteéristique A

I
Caractéristique A ?
- glycémie moyenne, ecart-type - glycémie
- probabilite de déces a 5 ans - déces a 5 ans

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université



Constitution de I'Echantillon

o Un échantillon fourni des informations sur la
population

o Un bon échantillon (« sans biais ») doit étre
representatif de la population dont il est issu

« Nécessité de déefinir préciseément la population

o L'échantillonnage aléatoire (tirage au sort) en est le
meilleur moyen

o Le choix du processus peut dépendre de I'objectif
de I'etude, donc du type d'étude
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Types d’Etudes : Cohorte

Malades

Exposés

Non Malades

[ Cohorte

Non Exposés

]< Malades

Non Malades

> Temps
Cause Effet
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Types d’Etudes : Cas-Témoins

\

Exposés

y

7~

N

Non Exposés

Exposés

7~

N

>[ Malades ]
>[Non Malades]

Non Exposés

Exposition ? €

Détermination

de la maladie
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Types d’Etudes : Transversale

A A A
[N on Malatied]  Malades fjon Maladeston Malades]
Malades NON EXpOSES
[ Expo;ésL | Exposes - MSE dMal des ]
, on Maladgs 2 n Malades
[ Expdsés Expgsest ~

| Non Exjposg%ﬂpo N Eip@;g;qo_ses_J

> Temps
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Randomisation

QopulatioD

< Randomisation >
/\

[Groupe Traité] [Groupe Contréle]

s>

Randomisation

Répartition aléatoire
des facteurs mesurables
et hon mesurables dans

les deux groupes

Fin de I'étude
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Echantillon et Représentativité

o Méthode de sélection a priori
« Description des sujets de I'étude
o Criteres d'inclusion et de non inclusion

o Ecarts au protocole
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Echantillonnage Aléatoire

o Chaque individus de la population a une chance
égale de faire partie de I'échantillon
(équiprobabilité)

o Echantillonnage simple
v' Tables de nombre au hasard
v Générateur de nombres aléatoires

. Echantillonnage stratifié (ex : age, sexe, site, ...)
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Probabilités — Variables Aléatoires

TR
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Probabilités

« Probabilité : modélise des phénomenes aléatoires
dont les issues sont connues mais dont on ne peut
en prédire la valeur car leur réalisation est
Incertaine

o Observation des issues d'un phénomene aléatoire
sur des series suffisamment grandes permet d’en
déterminer leurs fréequences et par la suite la loi de
distribution qui le dirige
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Rappels sur les Ensembles

— Ensemble : collection bien définie d’objets

Element : objet appartenant Q

A

<

a 'ensemble

Sous-ensemble : A : ensemble d’éléments a
appartenant tous a Q
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Rappels sur les Ensembles

Réunion :AuB < AouB

Q
Intersection : AN B« AetB &‘

SIANB=J alorsAetB
sont
disjoints.

Complementarité : C,

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université

®

17



Notion de Probabilité

o Probabilité : modeélisation de phénomenes
aléatoires

o Ensemble fondamental : Q : ensemble des résultats
possibles pour une experience donnée
(événements certains)

o Evénement : c’est un sous-ensemble A de Q, c'est-
a-dire un ensemble de résultats. Un événement
élémentaire est a
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Exemple
Expérience aléatoire d’'un jet de de non pipé a 6 faces

Ensemble fondamental : Q = {f1, f2, {3, f4, f5, f6}

Evénement A : face de nombre <2 = f1 U f2
Evénement B: face de nombre >5 = f5 U f6
Evénement C: face de nombre paire {2, 4, 6} = f2 U f4 U f6

Au B=fluf2ufS5uf6,An B=J
AuC=fluf2uf4ufe, An CxJ
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Notion de Probabilité

Epreuve répétée n fois

#
2 | f3

f1 | f f4 | f5 | f6 | Total
Fréquences N n o - ] ] A
Absolues 1 2 3 4 5 6
Fréquences
Relatives niy/nny/nfns/niny/nins/ning/nf 1

Freq(A)=(n;+ n,)/n

Freq(AuB)=(n;+ n,+ ns+ ng)/n=(n;+ n,)/n + (ns+ ng)/n = Freq(A) +

Freq(b)

Freq(AuO)=(n;+ n,+ n,+ ng)/n = Freq(A) + Freq(O)

Lorsque n — « la fréquence relative d'un événement tend vers

la probabilité de cet événement
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Probabilités Elémentaires

o Soit Q un ensemble fondamental, P la fonction de probabilité
qui a tout événement A associe un nombre réel positif ou nul.
P(A) est appelée probabilite de I'événement A si :

P(A) >0

P(Q)) =1

SiAnNn B= 3 = P(Au B) = P(A) + P(B)
SiANA=0=PA,0UA..)=PA,)+PA) + ..

on en déduit que :
v P(d)=0

v P(A) <1
v P(Cy) =1-P(A)

v si Ac B, alors P(A) < P(B)
v P(AU B) = P(A) + P(B) - P(An B)
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Probabilités Conditionnelles

o Exemple :

v On s'intéresse au test de 'Hémocult dans le cadre du
diagnostic du cancer colorectal

v’ La probabilité d'avoir un cancer colorectal sachant le test
Hémocult positif est une probabilité conditionnelle

P(CCR \ Hémoc. Positif)
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Probabilités Conditionnelles

« La probabilité de A4 sachant B est définie par

P(AnB)
P(B)

P(A\B)=

d'ol P(A~ B) = P(A\ BP(B) = P(B\ AP(A)
et

B\A)P(A)
P(B)

P(A\B)= P(

Théoreme de Bayes
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Indépendance en Probabilité

o A et B sont indépendants ssi

IP(An B) =P(A).P(B) |

o Si A et B sont indépendants et P(A) > 0, P(B) > O,
alors

P(A\ B) = P(An B) \ P(B) = P(A).P(B) \ P(B)

o 2 événements disjoints de probabilités non nulles
ne sont jamais indépendants
v disjoints : PLAn B) =0
v’ indépendants : P(A n B) = P(A).P(B)
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Probabilités Conditionnelles (1)

o Ai,..., A, événements formant une partition de Q
o Bun événement quelconque

Alors
P(B)=P(BNA)UP(BNnA)u..UuP(BNA)

Et

P(B\A)P(A)
B\A)P(A)+...+ P(B\ A P(A)

Formule développée de Bayes

P(A\B)-

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université



Probabilités Conditionnelles (2)

o Exemple :
v’ La prévalence du SIDA dans une population est de 10 %

v"On sait qu‘un test diagnostique est positif chez 95% des
HIV+ et qu'il est négatif chez 98% des HIV-

v Qu'elle est la probabilité d’étre HIV* si le test est positif

P(HIV+) = 0,1
P(T+ \ HIV+) = 0,95
P(T+ \ HIV-) = 0,02

P (HIVA\T+)= P(THHIV+)P(HIV+)

P(THHIV+)P(HIV+)+P(T-HHIV-)P(HIV-)

P(HIV+\ T+) = (0,95*0,1)/(0,95*0,1 + 0,02*0,9) = 0,84
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Variable Aléatoire

) 4
. /i Si Pile,Agagne 1 F

2

)

2y .
?E &

?2 Si Face,Aperd1F

o QO : {Pile, Face}

o P(Pile) = P(Face) = 0,5

e G:gaindeA; G=+1, si Pile; G = -1, si Face
e P(G=4+1)=P(G=-1)=0,5

o Distribution de G : {(+1; 0,5), (-1; 0,5)}

G : variable aléatoire qui suit une certaine loi de probabilité
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Variable Aléatoire : Définition

o Soit E un ensemble d'événements
o d'ensemble fondamental Q fini, et
e 4 un événement élémentaire de E

Pour tout événement g appartenant a E on fait
correspondre un nombre x (variable aléatoire) selon
une loi bien définie
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Variable Aléatoire : Exemple

« Soit une maladie M pour laquelle il est nécessaire de débuter un
TRT avant confirmation du diagnostic. Le médicament utilisé est
cependant connu pour entrainer des effets indésirables.

o On sait que : P(M*)=5%; P(EI*\M+)=30%; P(EI'\M")=85%

M’ M’
e+ PEI'MM?)=03x0,05 P(EI'AM") = (1-0,85)x(1-0,05)
= 1,5% = 14,3%
X=1 X=1
e P(EINMY) = (1-03)x0,05  P(EIM) = 0,85x(1-0,05)
= 3,5% = 80,8%
X=0 X=0

ou X est une v.a. indicatrice des EI.
La distribution de X est : {(0; 0,84), (1; 0,16)}
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Caracteéristiques d’'une Variable Aléatoire

0,5 ~

Probabilité

0,5 ~

Probabilité

. 1 1 1 B B R

1 6

X

f(x)=exp(x/2)

0,0 0,5 1.0 15 2,0 2,5 3,0
X
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Caractéristique de Position :

Moyenne, Espérance

« Variable discrete X

v’ soit X une va prenant les valeurs x;, X%, ..., X, avec les
probabilités p, p,, ..., p,etZp=1,i=1, .., n:

‘,U: E(X):Z pixi‘

o Cas d’'une variable continue X
v" définie par une loi de densité A x)

E E(X)z_"b f (x)dx

a

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université
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Caractéristique de Position :

Moyenne, Espérance

e Exemplel: u=(px1)+(gx0)=p

e Exemple2: u=1/6 +2/6+3/6 +4/6 +5/6 + 6/6 = 3,5

o Exemple3: u= E(X)=f02,ff(x)dx= :fexp(%)dh [eXp(%)f} 2,21
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Caractéristique de Dispersion :
Variance, Ecart-type

o Cas d’une variable discrete X :

o Cas d’une variable continue X :

o = [ (x—u) f (x)dx

a

c 2 = variance
c = ecart-type

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université
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Caractéristique de Dispersion :
Variance, Ecart-type

e Exemplel:c?2=px(1-p)2+gx(0-p?=pg

o Exemple2:c2=1/6[(1-3,5)2+ (2-3,52+ ...+ (6 - 3,5)]
=2,9

o Exemple3: g2= j x—2,21) exp(/)i j xexp(/)ix 2,21° =0,68
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Estimation

TR
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Introduction

« Connaitre des valeurs de certaines grandeurs grace
a des observations réalisées sur un échantillon
v Fréquence de la survenue du mélanome malin ?
v Fréquence des infections nosocomiales ?
v'Valeur de la glycémie d’un patient ?
v'Variance de la glycémie mesuree chez ce patient ?

» Valeur la plus vraisemblable : estimation ponctuelle

» Intervalle de valeurs possibles, compatibles avec
les observations : intervalle de confiance
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Estimateur - Estimation

Tirage au sort

Population théorique Echantillon

de de

moyenne U moyenne X
et de et de
variance 02 variance s;
imnconnues connues
(constantes) (calculés)

S —
i B e

Inférence ?
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Qualité d’'un Estimateur

o U : estimateur sans biais de ¢si E(U) = 6

o U : estimateur biaisé de dsi E(U) = et le
diais = E(U) - 6

E(Uy) Vrai 0
| Biais
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Estimation de la Moyenne d‘une Population
(1)

ji&

X X+t X,

Echantillonnage 1

)_( — =
n n
Population 7 Z
)y,
X =(u, 0% N n
2.7
Echantillonnage p s_ bttt g
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Estimation de la Moyenne d‘une Population

(2)
n Xi
T — X+ X, +..4+ X, _
n n
X est I'estimateur de u
C'est un estimateur sans biais car E(X )=y
E()?):%E(xl+x2+...+xn)=%E(x1)+ E(X,)+..+E(X,)

Comme 1’espérance de la moyenne arithmétique des n variables
est la moyenne arithmétique des espérances

E(X)=px etestsans biais
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Estimation de la Variance d’'une Population

o Soit X1, X2, ..., Xn un échantillon tiré au hasard,
d'effectif n et de moyenne X => x, /n

o L'estimation de la variance de la population est

« S’ est un estimateur sans biais convergent de c?

S, est une bonne estimation de I'écart-type de la
population
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Estimation d’'une Proportion d'une Population

o Soit kle nombre de fois ou un caractére donné est
présent dans un échantillon tiré au hasard d'effect
n

« Soit pla proportion inconnue du caractere étudié
dans la population

o Fréquence fdu caractere étudié dans I'échantillon

f=2
n

e On montre que E(F) = p

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université
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Estimation de la Variance d'une Proportion

p-(1-p)

Var (F) = -

o F est un estimateur convergent de p
o On estime la variance p.(1 — p)/n par 7.(1-7)/n

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université
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Estimation par Intervalle (1)

o Soit = un parametre inconnu (une moyenne ou une
proportion) estimé a partir d'un échantillon au
hasard par 6

« On souhaite avoir un degré de confiance acceptable
comme quoi 6 approche bien X

« Intervalle de confiance : déterminé a partir des
données d'un échantillon dans lequel on peut
parier, avec un risque de se tromper qui soit
acceptable, que se situe reellement X dans la
population
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Estimation par Intervalle (2)

Distribution de la
moyenne de
I’échantillon

P<|

| > 1¢ intervalle

> 2¢me intervalle

1

I

1

1

I

|

| encadrement de p
1 .
L , pour tous les intervalles
I

I

1

1

1

I

I

I

2 rares échecs
- } >

< l > 100me intervalle
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Intervalles
b de confiances
calculés

J
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Estimation par Intervalle (3)

o Risque (o) généralement = 0,05 ; il correspond aux
erreurs d’échantillonnages jugées acceptables

o Intervalle de confiance de X est de la forme
0 - erreur d'échantillonnage ; 6 + erreur d’échantillonnage

o Interprétation
v"On accepte qu'il y ait a.100 chances sur cent de se
tromper en disant que X appartient a l'intervalle

v"On accepte gqu'il y ait (1-a).100 chances sur cent de ne
pas se tromper en disant que T appartient a l'intervalle
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Intervalle de Confiance d'une Moyenne

e Sin>30alors, L, = N, (N -0, = 1,96)

e Sin < 30 et la loi de distribution de la variable dans
la population est Normale alors, L, =t
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Intervalle de Confiance d’'une Proportion

e Sif =k/n n'est pas voisin de 1 ou de 0
e Siffn>5et(1-f)*n=>5

f_Na'\/f-(l—f) ;f+Na.\/f.(1_f)

n n
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Estimation de la Prévalence

o Mesure du risque de maladie dans la population

« Proportion de malades présents (M*) dans la
population (N) a un instant donné

P=

N

v' C'est une probabilité

v"Integre la notion ¢
maladie = 2 nom

v"Integre la notion ¢

e durée de la maladie (7 durée
bre de M+ = 7 prévalence)

e vitesse d'apparition des nouveaux

M+ (2 vitesse d'apparition = 7 prévalence)

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université
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Estimation de I'Incidence

o Quantifie la production de nouveaux cas de maladie
dans la population dans un certain intervalle de
temps

_ nb nouveaux cas pendant At
N - At

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université 50



Estimation de I'Effet d'un Facteur Pronostique

e Risque =
d'une ma
v Risque ¢

probabilité d'apparition d'un événement,
adie
‘infarctus du myocarde

v Risque ¢

e récidive d'un cancer apres rémission

o La probabilité d'apparition est-elle modifiée par la
présence ou |'absence d’un facteur (pronostique) ?
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Risque Relatif

« Considérons le cas ou la maladie (M) est présente
(M+) ou absente (M-) avec un seul facteur (F) qui
peut étre présent (F+) ou absent (F-)

v'Risque d'apparition de la maladie chez les exposés au
facteur F : P(M+/F+)

v'Risque d'apparition de la maladie chez les non exposées
au facteur F : P(M+/F-)

o Risque relatif : indicateur de l'influence du facteur

P(M+/F+)
RR =
P(M+/F—)

Le RR varie de 0 a l'infini
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Interprétation du Risque Relatif

e« SIRR>1
v < P(M+/F+) > P(M+/F-)

v’ La présence du facteur F « favorise la maladie » =
facteur de risque

e« SIRR< 1
v < P(M+/F+) < P(M+/F-)

v’ La présence du facteur F « favorise la non maladie » =
facteur protecteur

e SSIRR=1
v < P(M+/F+) = P(M+/F-)
v’ Le facteur F n‘a pas d’effet sur la maladie

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université

53



Estimation du Risque Relatif (1)

M+ M- Total
F+ a b m,
F- C d m,
Total ny n, N

P(M+/F+)=a/m
P(M+/F-)=c/m,

RR

_a/m
c/m,

© Roch Giorgi, SESSTIM, Faculté de Médecine, Aix-Marseille Université
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Estimation du Risque Relatif (2)

o Le RR peut étre estimé
v'Dans les enquétes sur un seul échantillon au hasard
v Dans les enquétes exposes / non exposes

o Le RR ne peut pas étre estimeé

v'Dans les enquétes cas-témoins. Dans ce cas on peut
estimer un Odds Ratio, (a.d)/(b.c), qui s'interprete
qualitativement comme le RR par rapport a 1

o En plus de I'estimation ponctuelle du RR il est
nécessaire de calculer son intervalle de confiance
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